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powszechnienie sie komputerow i po-

jawienie metod numerycznych spowo-

dowato, ze w modelach teoretycznych
L,racjonalne obliczeniowo” stato sie jak najdo-
kltadniejsze odwzorowanie parametrow wy-
trzymatosciowych badanego osrodka wraz
z uwzglednieniem zmiennosci tych parame-
trow w przestrzeni 3D. W przypadku gruntow
jest to na tyle istotne, ze osrodek ten jest sil-
nie niejednorodny — badania in situ pokazuja
bowiem, ze wtasciwo$ci podioza zmieniaja
sie znacznie bardziej w kierunku pionowym,
anizeli poziomym, a wiec mozna mowic
0 anizotropii materiatu.

Metoda Elementéw Skornczonych

Poczatkowo jednak pomijano kwestie lo-
sowosci parametrow gruntowych. Jedne
z pierwszych uzyé Metody Elementéw Skon-
czonych (MES) w geotechnice miaty miej-
sce z koncem lat 60. ubiegtego wieku. W ro-
ku 2004 ukazata sie praca [4], w ktdrej pod-
jeto sie przeanalizowania sporej liczby istnie-
jacych Kkonstrukeji geotechnicznych, w kto-
rych do obliczen wykorzystano MES. Porow-
nano wowczas wyniki obliczen z rezultatami
rzeczywistych badan in situ. Rezultatem by-
fo to, ze opis stanu gruntu (stanu odksztalce-
nia) wynikajacy z modeli MES czesto znacz-
nie roznit sie od rzeczywistego. Wg autorow
opracowania rozbieznosci te w duzej mierze
mogty wynika¢ z zatozenia deterministycz-
nego modelu matematycznego opisujgcego
zachowanie sie o$rodka gruntowego, czyli
takiego, w ktorym nie uwzgledniono losowe-
go charakteru parametréw gruntowych.

Podstawy matematyczne
Istnieje wiele struktur matematycznych po-
zwalajgcych na odwzorowanie natury zmien-

Problem dotyczgcy zagadnienia interakcji pomiedzy gruntem
a konstrukcjq istnieje, odkad tylko ludzie zaczeli wznosi¢
pierwsze budowle. Od samego poczatku jest to trudne
zagadnienie, ktére stato sie przedmiotem wielu badan.

nosci danego o$rodka. Te, ktore dajg sie za-
stosowa¢ w geotechnice, mozna podzieli¢
na dwie grupy: modele o skonczonej ska-
li - sg to takie, w ktorych korelacja pomiedzy
zmiennymi losowymi (opisujgcymi dany pa-
rametr gruntowy) maleje wraz ze wzrostem
odlegto$ci miedzy punktami rozpatrywanej
przestrzeni (pola losowego), dla kidrych te
zmienne sg mierzone — oraz modele fraktal-
ne: to takie, ktére wykazujg samopodobien-
stwo niezaleznie od skali modelu i w kto-
rych skala korelacji zmiennych jest zalezna
od skali modelu. Wielu badaczy uznato, ze
modele o skonczonej skali sg bardziej ade-
kwatne w przypadku zmienno$ci parametrow
gruntu. Podczas korzystania z tych modeli
niezbedne jest zaznajomienie sie z pewnymi
pojeciami z analizy stochastycznej. Do opi-
su rozpatrywanego obszaru gruntu wykorzy-
stuje sie stacjonarne pola losowe. Pole loso-
we jest uogolnieniem procesu stochastycz-
nego, a wiec jest rodzing zmiennych loso-
wych X (@) = X, te T = R", gdzie najczgsciej
n =2, 3w geotechnice. O polu losowym mo-
wi sie, ze jest (Scisle) stacjonarne, gdy gesto-
§ci f, zmiennej losowej x dla kazdego punktu
t pola losowego sg jednakowe. Oznacza to,
ze pole takie jest niewrazliwe na przesuniecia
oraz ze warto$¢ $rednia i wariancja tego pola
sg warto$ciami statymi.

Najbardziej rozpowszechnionym polem lo-
sowym w zastosowaniach geotechnicznych
jest pole gaussowskie, co znaczy, ze zmien-
ne losowe opisujgce parametry gruntowe
majg rozkitad normalny. Nalezy zwrocic uwa-
ge nato, ze grunt jako materiat charakteryzu-
je sie tym, iz jego parametry w pewnym swo-
im otoczeniu sg skorelowane. Innymi sfowy —
zmienne losowe opisujgce te parametry nie
sg zmiennymi losowymi niezaleznymi. Za-

leznosc te opisuje funkcja korelacii p,, ktora
dla stacjonarnego pola losowego przedsta-
wia sie wzorem:

(1)
gdzie:
7 — wektor separacyjny (przesuniecie) mie-
dzy punktami obszaru T, dla ktérych mierzo-
ny jest parametr gruntowy opisany zmien-
ng losowg X,
C,(») - funkcja kowariancji zmiennych loso-
wych Xy, X, przy czyme =t, - ¢,
0,2 - wariancja pola losowego X;.

Jesli funkcja korelacji zalezy jedynie od
ditugosci wektora separacyjnego, tzn. od Izl
(nieistotny jest kierunek), to o takim polu lo-
sowym mowi sie, ze jest izotropowe.

Wygodnym w uzyciu parametrem opisu-
jacym zmienno$¢ pola losowego jest ska-
la fluktuacji (nazywana réwniez promieniem
korelacji), w literaturze oznaczana 6. Najcze-
Sciej jest ona interpretowana jako odlegto$é
miedzy punktami pola losowego, poza kto-
rg korelacja p, jest juz pomijalinie mafa. Od-
legtosc ta w przyblizeniu jest odlegtoscig po-
miedzy sgsiednimi ,pikami” na trajektorii po-
la losowego, co dla procesu stochastyczne-
go pokazano na rys. 1. [1]. Im mniejsza jest
skala fluktuacji, tym wigkszg zmienno$cig
charakteryzuje sie pole losowe.

Warto$¢ skali fluktuacji rowna jest podwo-
jonemu polu pod wykresem funkcji korelacii,
a wiec obliczana jest ze wzoru:

@

O wyznaczaniu skali fluktuacji na podsta-
wie rzeczywistych danych z badan mozna
przeczyta¢ w literaturze, np. [2], [3].



Jak juz wspomniano, grunt jest o$rod-
kiem charakteryzujgcym sie duzo wiekszg
zmiennos$cig w kierunku pionowym niz pozio-
mym. Dla kierunkéw poziomych skala fluktu-
acji parametréw gruntowych osigga warto-
§ci z przedziatu (10 + 40) m, zas dla kierun-
ku pionowego - (0,5 + 3) m, w zwigzkuztym  Rys. 1. Trajektoria przyktadowego (stacjonarnego) procesu stochastycznego [1]
rozroznia sie pionowg skale ﬂuktuacji gv i po- Fig. 1. Path of example (stationary) stochastic process [1]
zioma 6, oraz wprowadza si¢ miare anizotro-
pii ¢ opisang wzorem:

3)

Metody numeryczne

Na przestrzeni lat z losowoscig parame-
trow gruntowych w obliczeniach inzynierskich
probowano radzi¢ sobie w réznoraki spo-
sob. Sposrod metod numerycznych wyroz- Rys. 2. Przyktadowa realizacja izotropowego i anizotropowego pola losowego przy uzyciu
ni¢ mozna 2 nastepujace podejscia: Random ~ metody LAS [5]
Finite Element Method (RFEM) i Stochastic Fig. 2. Example of realization of isotropic and anisotropic random field with LAS method [5]
Finite Element Method (SFEM). W duzym
uproszczeniu Stochastyczna Metoda Elemen-
tow Skonczonych (SFEM) polega na tym, ze
wyrazy macierzy sztywnosci zastepowane sg
wyrazami zawierajgcymi juz w sobie niepew-
no$¢ zwigzang z losowoscig danego parame-
tru. W rezultacie obliczen otrzymuje sie funk-

cie QQStOéCi prawdopocljokl)iehsTw.a odnosz%— Rys. 3. Trajektoria procesu stochastycznego X (f) [1]
cq sie do rozpatrywanej wielkosci wynikowe;j. Fig. 3. Path of stochastic process X (t) [1]
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Wadg tej metody jest jej czasochtonno$é, ro-
sngca szczegolnie przy zagadnieniach sil-
nie nieliniowych. Inng metodg wykorzystuja-
cg MES, a pozwalajacg oszacowaé prawdo-
podobienstwo danego zdarzenia, jest Loso-
wa Metoda Elementow Skonczonych (RFEM).
W przypadku tej metody proba podjecia pro-
blemu losowosci polega na tym, ze dane
zagadnienie inzynierskie (np. posadowienie
bezposrednie na podfozu gruntowym o loso-
wych parametrach) rozwigzywane jest wie-
lokrotnie (liczba rozwigzan liczona jest w ty-
sigcach, a nawet dziesigtkach lub setkach ty-
siecy) — za kazdym razem jednak z inaczej
zdefiniowanym polem parametrow. W efekcie
otrzymuje sie bogaty zbior wynikdw, na pod-
stawie ktorego sporzadza sie histogram. Do
tego histogramu dopasowywana jest krzy-
wa, ktora moze postuzy¢ za pewne przyblize-
nie gestosci badanej zmiennej losowej (mo-
ze by¢ to no$nos$¢ posadowienia). Jesli krzy-
wa te oznaczy¢ przez fy(x), to w tatwy sposéb
mozna obliczy¢ prawdopodobienstwo rozpa-
trywanego zdarzenia A (np. wystgpienie no-
$nosci nizszej niz qyiy), korzystajac ze wzoru:

4
gdzie: “
Q - nos$no$¢ posadowienia (zmienna losowa),
Fy(t) - dystrybuanta rozktadu fy

Im wiecej realizacji danego zagadnienia
obliczeniowego zostanie wykonanych, tym
doktadniej bedzie mozna dopasowac krzywg
(w obliczu wiekszej liczby danych), a zatem
tez dokfadniej oszacowa¢ prawdopodobien-
stwo rozpatrywanego zdarzenia. Przewa-
gq RFEM nad SFEM jest niewatpliwie to, ze
moze zosta¢ zastosowana w niemal kazdym
juz istniejagcym oprogramowaniu do MES.
Posiada jednak tez wade — RFEM wymaga
sporych mocy obliczeniowych. Jej prostota
sprawia jednak, ze obecnie jest najchetniej
wykorzystywana.

Generatory pél losowych

By moc zacza¢ obliczenia przy uzyciu
RFEM, potrzebny jest jeszcze program, kio-
ry bedzie generowat pola losowe opisujgce
dany parametr gruntowy. Wraz z rozwojem
metod numerycznych powstalo wiele algo-
rytmow, oto niektére z nich: Moving Average
(MA), Direct Fourier Transform (DFT), Fast
Fourier Transform (FFT), Turning Bands (TB),
Generalised Stochastic Subdivision (GSS),
Local Average Subdivision (LAS). Przyktado-
we realizacje pol losowych zostaly przedsta-
wione narys. 2.

Obecnie przedmiotem zainteresowan wie-
lu naukowcow jest ostatnia z wymienionych
metod — LAS, w Polsce nazywana meto-
dg dzielenia lokalnych $rednich. Jest wydaj-
na i fatwa w uzyciu, a jedng z wiekszych za-

let jest to, ze prowadzi do dyskretnego po-
la losowego, generujac jego lokalne usred-
nienia, co powoduje, ze metoda ta w zasa-
dzie jest wrecz dedykowana w modelowaniu
MES [5]. Algorytm po raz pierwszy zostat za-
prezentowany w pracach [6] i [7]. Opis ma-
tematyczny w przypadku 2D i 3D jest dosc
skomplikowany, cho¢ sama idea jest prosta
i zostanie przedstawiona dla przypadku 1D.
W metodzie LAS zakiada sig, ze pole losowe
X(t) (opisujace np. wiasciwos¢ gruntu) przy-
blizone bedzie nowym polem X (t), powsta-
fym z pola X(t) poprzez lokalne usrednienie
w kazdym punkcie pola t, jak we wzorze (5).

(5)

Nowe pole losowe X (t) w pewnym sen-
sie ,wygladza” wyj$ciowe pole losowe X(t),
patrz: rys. 1. i 3. Przyblizenie to w oczywisty
sposob zalezy od parametru T bedgcego
obszarem, w jakim dokonuje sie usrednienie;
w przypadkach szczegdlnych:

gdy T— oo, to X () = EX(t) =pic, =0,
gdyT—0,toX(t) > Xt)io =0,

Niezaleznie jednak od warto$ci T zawsze
spetnione jest u, = u.

Wariancja o{z nowego pola losowego obli-
czana jest ze wzoru:

6)

gdzie y(T) nazywana jest funkcjg wariancji
lub funkcjg redukcji wariancji. Mozna jg obli-
czy¢ ze WZoru:

©)

z ktérego wynika, ze pole losowe X (t) be-
dzie dobrym przyblizeniem pola X(t) wtedy,
gdy T <0.

Algorytm generowania pola losowego me-
todg LAS dziata w sposdb rekurencyjny. Po-
lega na tym, ze komorka (reprezentujgca lo-
kalne usrednienie pola losowego X(t)) jest
w kazdym kolejnym kroku algorytmu dzielo-
na na mniejsze podkomorki dopdty, dopoki
pole losowe X(f) w sposdb dostateczny be-
dzie reprezentowane przez serie lokalnych
usrednien, czyli wtedy, gdy rozmiar komorki

Rys. 4. Schemat algorytmu LAS
Fig. 4. LAS algorithm scheme

T, <0 (zgodnie ze wzorem (7)). Ideg te sche-
matycznie przedstawia rys. 4.

Podsumowanie

W jakich przypadkach ma sens stosowa-
nie tak dokfadnej i wymagajacej analizy?
Z calg pewnoscig w przypadku domkow jed-
norodzinnych bytby to przerost formy nad
trescig. Powstajg jednak obiekty, w ktdrych
konsekwencije zniszczenia, zarowno moral-
ne, jak i finansowe, sg ogromne i w ich przy-
padku tak skomplikowane obliczenia sta-
ja sie uzasadnione. Ponadto w przypadku
obiektow przemystowych, takich jak np. plat-
formy wiertnicze, obliczenia inzynierskie po-
zwalajgce oszacowac ryzyko zniszczenia
stanowig niezbedng podstawe w kwestiach
ubezpieczeniowych obiektu. |

Bibliografia

[1] Spencer W. A, Parallel stochastic and finite element mo-
delling of clay slope stability in 3D. PhD Thesis. The Univer-
sity of Manchester, 2007.

[2] Pieczynska-Kozlowska J.M., Comparison between two
methods for estimating the vertical scale of fluctuation for
modelling random geotechnical problems. Studia Geo-
technica et Mechanica. 2015, Vol. 37, No. 4, s. 95-103.

[3] DeGroot D. J., Baecher G.B., Estimating autocovariance
of in-situ soil properties.Journal of Geotechnical Engine-
ering. 1993, Vol. 119, No. 1, s. 147-166.

[4] Mestat P., Bourgeois E., Riou Y., Numerical modelling of
embankments and underground works. Computers and
Geotechnics. 2004, Vol. 31, No. 3, s. 227-236.

[5] Oficjalna strona Wojciecha Puty. http://www.ib.pwrwroc.
pl/wpula/ (dostep 20.02.2018r.).

[6] Fenton G. A., Vanmarcke E. H., Simulation of random fields
via local average subdivision. Journal of Engineering Me-
chanics ASCE. 1990, Vol. 116, No. 8, s. 1733-1749.

[7] Fenton G. A., Simulation and analysis of random fields.
PhD Thesis. Princeton University, 1990.

ABSTRACT: NUMERICAL ANALYSIS OF
ANISOTROPIC MEDIA WITH RANDOM
PROPERTIES

The purpose of this review paper was to take up
the subject of using numerical methods in
calculations of highly heterogeneous media, such
as soil. The article deals mainly with the issue of
stochastic nature and variability of soil parameters
and the ways of describing it with mathematical
tools. The two main computational approaches,
Random Finite Element Method (RFEM) and
Stochastic Finite Element Method (SFEM), have
been presented in a simplified manner. In addition,
the existing methods for generating random fields
have been listed and one of them - Local Average
Subdivision (LAS) - has been briefly described.
Key words: FEM, RFEM, geotechnics,
stochastics, reliability



